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SEINER KÖNIGLICHEN HOHEIT 
dem 

GEOSSHEEZOG 

FRIEDRICH VON BADEN 

Jubiläum ciuer fünfundzwanzigjährigeu segensreichen 
Eegieruug 

in tiefster Ehrfurcht gewiflmet 



hiin Kranz verwelkt. — Ein Lied verlslingt. 
"Was kann, was soll ich bringen, 
Das meines Danks Gefühl durchdringt? 
— Mein Leben und mein Ringen? — 

Ich wag'a! Dem EDELSTEN ein Jahr, 
Voll Eifer und voll Streben, 
IHM bring' ich es ganz, wie es war, 
Dankbar von meinem Leben. 

Und überlebte mich der Dank, 
Und könnt' er weithin klingen. 
Als wie ein Hom vom Bergeshang, 
So möcht' ich gern ihn bringen. 
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Vorrede. 



Wenn zwei ihrer Gattung nach verschiedene geometrische Figuren 
durch ihre Verbindung nach gewissen Gesetzen in Abhängigkeit treten, 
und man unterzieht die durch diese Verbindung entstandene neue Figur 
einer näheren Betrachtung, so erstaunt man je länger je mehr über 
die unerschöpfliche Fülle von Engagements zu neuen Untersuchungen 
und man erkennt es, dass der Reichthum von noch unerkannten Ge- 
setzen auch in der niederen Geometrie, was oft angezweifelt wird, ein 
so grosser ist, dass er jeder Ausbeute spottet. Weil nun eine solche 
Figur ein Beweismittel für eine Masse von Lehrsätzen wird, dürfte 
man sie diesen Lehrsätzen gegenüber die allgemeine Figur nennen. 

Auch hier wird nun eine solche Figur construirt und betrachtet, 
und abgesehen von dem Satze bezüglich der Monde des Hippokrates 
und dem Lehrsatze 64, in welchen Kreise vorkommen, welche zur 
allgemeinen Figur nicht gehören , blieben ihres Reichthums wegen alle 
Betrachtungen auf diese Figur beschränkt. Aber auch eine andere 
Beschränkung, die der Mittel, wurde der allgemeineren Zugänglichkeit 
wegen für passend gehalten. Die neuere Geometrie, ja selbst die 
Anwendung der Doppelverhältnisse waren bis jetzt ausgeschlossen, und 
die hier angewendeten Mittel könnte man ungeftlhr durch die Geometrie 
des Euklid begränzen. Trotz all dieser Beschränkungen traten bei 
der Untersuchung eine Anzahl wichtiger Gesetze hervor, die neu 
schienen und hier wiedergegeben werden. Allerdings stellte es sich 
durch eingehende Nachforschungen heraus, dass verschiedene dieser 



y Google 



Gesetze in der Wissenschaft bereits verzeichnet sind, doch abgesehen 
davon, dass diese den weitaus kleineren Theil des hier Gebrachten 
ausmachen , so gewinnen selbst diese , mit den andern zusammengestellt, 
an einer nicht zu verachtenden Wichtigkeit, denn sie treten so aus 
dem Rahmen des bloss Interessanten und deshalb leicht Vergesslichen 
in den der greifbar nützlichen Bedeutung, indem sie zu wichtigen 
Elementarsätzen werden. 

Zieht man die Resultate dieser Untersuchungen bei der Beschrän- 
kung der Mittel in Betracht, so dürfte man der niederen Geometrie 
eine grössere Achtung, als es 1n neuerer Zeit grossentheils geschieht, 
zollen, wenn man durch sie Lehrsätze, die bis jetzt nur die neuere 
Geometrie brachte, z. B. die Gleicliung der reciproken Werthe der 
ßadien der vier Berührungskreise, allein durch Betrachtung der allge- 
meinen Figur ohne alle Hülfslinien bringt und beweist, wenn man 
durch sie ferner Sätze der neueren Geometrie verallgemeinert und 
schliesslich Gesetze aufstellt, die in der Wissenschaft trotz ihrer um- 
fassenden Mittel noch nicht verzeichnet sind. 

Es ist natürlich, dass alle Untersuchungen dieser Art, was sie 
mit der ganzen Wissenschaft gemein haben, fragmentarisch bleiben 
müssen, auch liegt der Schwerpunkt dieses Schriftchens nicht in der 
Anzahl neuer Lehrsätze, sondern in der Einweisung auf die Wichtigkeit 
der allgemeinen Figur als einer unerschöpfliclien Quelle neuer 
Lehrsätze. 

Der Verfasser. 
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Bestimmungen und Erklärungen. 

[Figur auf der Tafel.) 



In jedem beliebigen Dreiecke ABC heissen die i'usspunkte der Höhen 
h' , h", h'" in a, h, c oder deren Veilängerungen in derselben Reilienfolge 
F\ F", F"', die Berührungspunkte des eingeschriebenen Kreises 2", T", 2"", 
die Durehschnittspunkte durcli die Halbiningslinie des gegenüberliegenden 
Winkels Z', Z", Z'" und die Halbirungspunkte in denselben Ji\ II", IT". 
Der Durchschnittspunkt der Höhen heisst I) , der Mittelpunkt des eingeschrie- 
benen Kreises M\ der des umschriebenen M" und der desjenigen Kreises, 
dessen Peripherie durcli die Mittelpunkte der drei angeschriebenen Kreise 
geht, M'". Der Radius des umschriebenen Kreises ist S, der des eingeschrie- 
benen r und die der an ß, ö, c angeschriebenen Kreise /, /', /". t ist die 
Tangente, die von ii^end einer Dreieeksspitze an den dieser Spitze gegenüber- 
liegenden angeschriebenen Kreis geht, t' ist die I'angente, welche von A aus, 
t" die, welche von B aus, und t'" die, welche von C aus an den eingeschrie- 
benen Kreis geht. 

Wenn man nun a, h, c nach beiden Riclitungen verlängert und alle 
dadurch entstehenden Winkel halbirt, so schneiden sich die Halbirungslinien 
in den Mittelpunkten der 4 Berührungskreise, indem jede Halbirungsgerade 
durch 2 dieser IVIittelpunkte geht, und es entstehen so innerhalb wie ausserhalb 
des Dreiecks ABC 3 Dreiecke, welche alle 6 zur Grundlinie a, h oder c, die 
inneren zur gegenüberliegenden Spitze den Mittelpunkt des eingeschriebenen, 
die äusseren den Mittelpunkt der an ihre Grundlinien angeschriebenen Kreise 
haben. Die inneren heissen die innen angeschriebenen Dreiecke und 
werden, je nachdem sie an es, h oder c angeschrieben sind, durch ^,^, z/,, und z/^ 
bezeichnet; die äusseren heissen die aussen angeschriebenen Dreieelse 
und werden, je nachdem sie an a, h oder c angeschrieben sind, durch ^i, z/^ 
und ^3 bezeichnet. In ^i heisst die a gegenüberliegende Spitze ^', die 
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Fusspunkte der Höhen, die von A\ B, G ausgehen, Äi, H^, C,, der Höhen- 
durchschnittspunkt J)'; in z/^ lieisst die h gegenüberliegende Spitze B" , die 
Fusspunkte der Höhen, die von B", A, C ausgehen, B^, A^, C^, der 
Höhendurchschnittspunkt D"; in J^ heisst die c gegenüberliegende Spitze C", 
die Fusspunkte der Höhen, die von C", A, 7J ausgehen, C3, ^3, B3, der 
Höhendurchschnittspunkt D'". Den andern Höhen gegenüber heissen in 
Ji, z/a, ^3 die Höhen ÄAi, B"B2 und C'C^ die Radienhöheii. — JÄB"G"' 
ist das umschriebene Dreieck. JT'T"T"' heisstdas innere Eerührungs- 
dreieck. Die 3 Dreiecke, welche dadurch entstehen, dass man die Berührungs- 
punkte je eines der 3 äusseren Berührungskreise durch Gerade verbindet, heissen 
die äusseren Berührungsdreiecke. Eines dieser Dreiecke, das nämlich für 
Kreis Ä, ist in der Figur gezeichnet, es ist J Aidi^a,^ (sprich AiUi in b 
«1 in c). 

Die 3 Dreiecke JA,B'0', ^B^Ä'C", J C3Ä" B"\ welche dadurch 
entstehen, dass man in jedem aussen angeschriebenen Dreiecke vom Fuss- 
punkte der Kadiushöhe Perpendikel auf die beiden andern Höhen fällt und 
deren Fusspunkte verbindet, heissen (bis ein bezeichnenderer Name gefunden 
wird) die kleinen Nebendreiecke. 

All diesen Nebendreiecken gegenüber heisst ^^BCdas Hauptdreieck. 

Alle Kreise, die in dieser Figur in Betracht gezogen werden, lassen sich 
in einen Ausdruck fassen: es sind nämlich die umschriebenen Kreise des 
Hauptdreiecks und aller Nebendreiecke, die Mittelpunkte dieser Kreise für 
zJj, ^2, z/3 heissen 0', 0", 0'". 

Die ganze Figur heisst die allgemeine Figur. Die Begründung dieser 
Benennung wurde in der Vorrede ausgesprochen. 

Ausser den bereits durch Buchstaben in ihrer Benennung festgestellten 
Punkten werden auch noch andere zu bezeichnen sein, was durch das kleine 
griechische Alphabet geschehen wird. 

Die Winkel des Hauptdreiecks heissen nach ihren Scheiteln -^A, -^B, 
■^C, oder, wenn eine Verwechselung mit den Punkten unmöghch wird, 
kurzweg A, B, C. 
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Erster Abschnitt 



Das arithmctisclie Yerliältniss der Drfiiecksseiteii in dev Form -'^^ — ; 

das aritlimetlsclie Verhältniss der Dreieckswiiikel in der Form — ^t-^ 

und die Bezieliuiigen der Höhen zu den Mittelpunkten der EerUhrnngs- 
kreise und dem des nmsehriebenen Kreises. 

1. Die Summe der Differenz zweier Drciecksseiten und der 
doppelten kleineren Tangente des inneren oder äusseren Be- 
rührungskreises in der dritten Seite ist der dritten Seite gleich. 

a) Beweis für 
den inneren Kreis. 
Macht man Äß — AB 
und Cß' =Cß, so ist 
ßT"'=T"ß = ß'T' . 

Da aber auch 
BT"' = BT', so ist 
iär'=y"/3', folglich ist 
BG=2BT'+ßC 

= 2ST'-^ih~'c). 
Hieraus geht dieFonncl 
hervor für BT' oder 



-i±.«_ 




Ebenso für t'-- 



,h + e- 



- und für i"' = 



-A + b^e _ 



b) Beweis für den äusseren Berührungskreis. Wird an a der 
Beriihrungskreis angeschrieh"» "" '=^ J" '■'''" /— "•+ +'^ 
zieht man hievon a ah, so bleibt ^tl 
T"'a,^ = BC; da aber £«,^ = 2^1, so 



, so ist ÄOi^ , ; 

-" = /, d. h. AT'". Es ist also 
ist AiG= BT'" ^ BT', und weil 
2BT'-}-h — c, so ist auch a^2Aj_C -{-b — c, was zu beweisen war. 
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Consti'uctionserklämng. Will man dureh die Dreiecksseiten allein 
in denselben die Berührungspunkte des inneren und äusseren Berlihrungskreises, 
in a also T' und Äi finden, so muas man von dem Ende von a, an welches 
die grössere der beiden andern Seiten stösst, weil hier der kleinere Winkel an 
a liegt, von welchem also die grössere Tangente an den inneren Kreis ausgeht, 
die Differenz von 6 und c abtragen. Der Halbirungspunkt des Restes ist 
dann 7". Gleicherweise, wcil^^Bcsj^ (als Supplementwinkel des grösseren 
Dreieckswinkels an n) kleiner ist, als der Supplementwinkel des an a liegenden 
kleineren Winkeis, nämlich ^J.iC'fljj, muss die Äbti'agung der Differenz 
von dem Ende von a ausgehen, an welchem der grössere Winkel an a liegt, 
um durch Halbinmg des Restes Äi zu finden. 

Zweite Construction. Verlängert man nach beiden Seiten a um die 
Differenz von h und c und halbirt a, um eine Differenz auf der einen Seite 
verlängert, und halbirt auch es, um die Differenz auf der andern Seite 
verlängert, so fallen die Halbiningspunkte in 2'' und Ä, . 

Beweis. Ist BS =öd'^h — c , so ist dC=BÄ'=a + i — c und 

— = ^-^=^ — —^—-- Zieht man hievon o — c ab, so bleibt ■ —'— = 

BT'=CAi. Es ist demnach ST' die Hälfte von äC und ^Ai die Hälfte von BS' . 

Zusatz 1. Die Inhaltsformel des Di'eiecks AjBG ist J^Vt~t' .f'Tf^. 
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ate i±^ = t, i±J^ = (, £±±=jL = t" und :i+|^ = r. 

Zusatz 2. Das Produkt der mittlem geometrischen Proportionalen der 
beiden beliebig paarweise genommenen 4 Tangenten ist gleich dem Inhalte 
des Dreiecks. 

Beweis, J= Vt.t'. t". f = ^T? • 77^ J" . Es ist aber /^r? die mittlere 
geometrische Proportionale von t und t' und ebenso Y~t" .t'" die von t" und t'". 

3. Die Strecke in jeder Dreieeksseite, die zwischen den 
Berührungspunkten des inneren und äusseren Berührungskreises 
liegt, ist gleich der Differenz der beiden andern Dreiecksseiten. 

Der Beweis geht aus den Beweisen des Lehrsatzes 1 hervor, denr 
ohngeachtet wurde dieser Satz seiner allzu grossen Wichtigkeit wegen niclit 
als Zusatz gebracht. 

Zusatz. Die Strecke zwischen den Berührungspunkten des inneren und 
äusseren Berührungskreises in der metrisch mittleren Dreiecksseite ist so gross 
wie die Summe dieser Strecken in der grössten und kleinsten Dreiecksseite. 

Beweis, a — b-^h — c — a — c, folglich ist (allg. Fig.) T"S2 = 
rA + 2""C^. 

Anmerkung. Von der Lage der Tangenten ein Mehrerea und den daraus entspringenilen 
Gesetzen zu sprecheu, wüi'de hier zu weit abfühi'eu. Dies wird im dritten Abschnitte geachelien. 
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3. Der Kreisbogen, der durch die Endpunkte einer Dreiecks- 
seite und M' geht, schneidet von der grösseren der beiden 
anderen Dreiecksseiten ihre Differenz ab. 

Beweis. (Fig. 1.) ^£M'C= A + -^- -\- -^- Es ist aber als Äussen- 
wiiikel des gleichschenklichen Dreiecks ÄBß auch ^JBßC— A + -^- -{- -^ y 
folglich stehen beide Winlcel auf demselben Kreisbogen. Es geht also Bogen 
BM'C durch ß und ßC ist die Differenz von h und c. 

4. Setzt man auf eine Dreiecksseite den Bogen, welcher der 
geometrische Ort für den Mittelpunkt des eingeschriebenen 
Kreises ist, und trägt von demselben von dem Ende, wo sich der 
kleinere Winkel an dieser Seite befindet, die Differenz dieser 
beiden Winkel ab und halbirt den Rest, so ist der Halbirungs- 
punkt der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises. 

Beweis. (Fig, 1.) Nach Lehrsatz 3 geht Bogen BM'C durch ß; 
■^ßBC ist aber — ^ — i folglich Bogen Cß=^B — (7, die abzutragende 
Differenz. M' C halbirt aber C, folglich auch den Bogen BM' ß, auf welchem 
G steht. 

5. Die Gerade, unter dem Winkel der halben Differenz der 
Winkel an der Grundlinie an die Spitze*) ihrer Höhe nach der- 
jenigen Seite hin angetragen, wo sich an der Grundlinie der 
kleinere Winkel befindet, geht durch die Mittelpunkte des 
inneren und desjenigen äusseren Berührungskreises, welcher 
an die Grundlinie angeschrieben ist. 

Beweis. (Fig. 1.) Zieht man die Gerade AZ\ so geht dieselbe durch 
den Mittelpunkt des inneren und, wenn man sie verlängert, durch den 
Mittelpunkt des äusseren Berührungskreises. Nach dem Lehrsatze müsste 
ist nun <C^if'i? = 0+ 4 ' folglich 
B—G 



also ^Z'AF'=^=-^ sein. 
^rM'Z'=^---, und Aa.AF'\\M'T', i 



' ist auch ^F'AZ" = 



Zusatz. (Siehe allg. Fig.) y^mAF"\\ÄA^, so ist auch ^AÄÄy——^^ 
6. Wenn man dieDifferenz zweier Dreicckswinkei {A und C) 
mit ihrem Scheitel so in oder Über den dritten Winkel B legt, 
dass ein Schenkel der Differenz auf denjenigen Schenkel von B 
fällt, welchen er mit J., dem grösseren der beiden andern 
gemein hat und man halbirt den Winkel, der zwischen den nicht 



*) Ist dieser Ausdruck auch iiiclit gäng und gäbe, so möge man ihn doch 
Jedenfalls ist er so anBchaulich und bezeichnend, wie „Fusspunkt" der Höhe, „Schenkel' 
und „Scheitel" des Winkels, „Bogen" etc. 
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auf einander liegenden Schenkeln der Differenz und des dritten 
Winkels B liegt, nämlich ^CBS, so geht die Halbirungslinie 
BM" durch den Mittelpunkt des umschriebenen Kreises. 

j,i^. a. Beweis. (Fig. 2.) Macht man -^C^CJf" 

= ^CBM" , so ist nach der Construction 




^CBM"=^BGM" = 



B—{A—Ü) 



Weil 



aber ^CBM" ausserhalb des ^B liegt, so 

ist ^ '^ '- negativ, der positiv ' j 

heisst. Deshalb ist der hohle ■^BM"C 

= 2B+2Cund der erhabene ^BM"C=2Ä. 

Weil aber letzterer Winkel doppelt so gross 

ist, wie Ä, und 3I"B — M"G, so ist M" 

der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises 

von ^äBC. 

2. Beweis. Beschreibt man um ziABC einen Kreis und zieht die Geraden 

M"Ä, M"B und M"C, so ist ^AM"B^2C und ^AM"0=2B, 

folglich ^BM"C=2B-\-2C und deshalb ^CBM"^^^^^^, im 

negativen Ausdruck = ■■ g ' — = "2" ' welcher Ausdruck die Form 
darstellt, welche der Lehrsatz angibt. 

Es ist deshalb bei a die Formel fiii' den Winkel, den der Radius, 



welcher an ein Ende von a gezogen wird, mit a macht, 



B+C—A 



Ist 



A <iB -jr C , so ist er natürlich positiv und wird innerhalb des Dreiecks 
angetragen; ist A^B -^C, so ist er 0, und M" fällt in die Hypothenuse; 
ist J. > B + C , so ist er negativ und muss ausserhalb des Dreiecks 
angetragen werden. Ebenso heisst die Fonnel für diesen Winkel bei i 



\-C-B 



und 
==90'~-B und 



A+B-^C 



ist aber auch - 
= 90"-C. 



7. Die Gerade, unter dem Winkel der Differenz der Winkel an 
der Grundlinie an die Spitze ihrer Höhe nach derjenigen Seite hin 
angetragen, wo sich an der Grundlinie der kleinere Winkel befindet, 
geht durch den Mittelpunkt des umschriebenen Kreises. (Vergleiche 
hieniit Lehrsatz 5.) 

Beweis. (Fig. 2.) Durch -^A und die J^BF"A und CF"'A lässt 
es sich berechnen, dass ^ABF"=^JCF"'=^CBM"^^BCM". 
Dies soll aber auch rein geometrisch dargethan werden. Verlängert man 
BM" bis an die Peripherie und nennt diesen Punkt x^ und verlängert CM" 
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bis an die Peripherie und nennt diesen Punlrt its , den DurchsclinittspunlEt 
von jBF" und der Peripherie tt", den Durchschnittspunlit von CF'" und 
der Peripherie sr'" und verbindet n" mit ^2 ^"^^ '^" "^^^ ''ai ^^ '^^'i "^^^ 
BXi ein Durchmesser, -^ J93t"re2 — 90", folglich %"«2\\F"C und deshalb 
Bogen ^jr"= Bogen C% . Ebenso ist «"Vj | ! J^"S , folglich Bogen A«'"^ 
Bogen i?%. Da aber Bogen Cre^ = Bogen JPn:3 , so sind alle 4 Bogen und 
die auf ihnen stehenden Peripheriewinkel gleich. Da nun, weil negativ, 
-^CSJir= ^^f~g , so ist 

^ P"J?ilf '■ = J5 + 2 [^^=^f^) = ^ - C und 
-^ .F-'gM" = P + 2 ( ^^f ~ ^ ] = ^ - B ■ 
Es bleibt deshalb nur noch zu beweisen, dass -^ F'AM" = B — G. Es 
ist aber -^ JK"^5 = ^-^^^ und ^ J"^l?" ist = -^ M"^B - ^ J"^B 



■A + B — C ^ + 0- 



-c. 



Zusatz 1. Die Differenz des grössten und kleinsten Dreieckswinkels 
oder, anders ausgedrückt, die Differenz, die im Scheitel des mittleren 
Dreieckswinkels nach der Weise, wie es der Lehrsatz ausspricht, an die 
Höhe gelegt wird, ist so gross, wie die Summe der Differenz des grössten 
und mittleren und der Difi'erenz des mittleren und kleinsten Dreieckswinkels. 

Beweis. (Fig. 2.) A — B-\-B—C=-Ä—G, folglich ist 
-^ F"BM" =^ ^ F"'üM" -\- ^ F'AM" . 

Zusatz 2. Der Winkel, den eine Dreieckshöhe au ihrer Spitze mit 
einer der beiden Dreiecksseiten bildet, ist gleich dem Winkel, den die andere 
Dreiecksseite mit der Geraden bildet, welche vom Mittelpunkte des umschrie- 
benen Kreises nach der Spitze dieser Dreieekshöhe gezogen wird. 

Beweis. (Fig. 2.) Für ä" und 1i" selbstverständlich durch den Beweis 
des Hauptsatzes, bleibt der Beweis für /*' noch zu führen. — Man verlängere 
AF\ bis sie die Peripherie in it und AM" , bis sie die Peripherie in jt, 
trifft, so ist wiederum Ttai\\BC und Bogen Bji:'=^ Bogen Cn^j , folghch 
^BA% = ^CA7ti, und deshalb auch ^F'AC=^M"AB. 

Zusatz 3. /1n7i"7t"^^^^n27i3^..^ABC. 

Zusatz 4. AÄ geht durcli 0', BB" durch 0" und CO" durch 0'" . 

Beweis. (Äüg. Fig.) Nach 5 ist ^AJ.'yl= ^rM'^' = ^^= der 
Differenz von ^ÄCB und ^ÄBC. 

8, Die 6 "Winkel, die dadurch erzeugt werden, dass man von 
einem beliebigen Punkte P in der Ebene eines Dreiecks Perpen- 
dikel auf dessen Seiten oder deren Verlängerungen fällt und 
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diese Perpendikel rückwärts 
Dreicckswinkelii gleich. 



verlängert, sind paarweise den 




Beweis. (Fig. 3.) Man be- 
schreibe um z/JJBC einen Kreis 
und fälle von M" aus auf dessen 
Seiten Perpendikel, die man Über 
ihre Fusspunkte bis an die Peri- 
pherie, bis 0', 0", 0'" und rück- 
wärts beliebig bis 0,, Oa, O3 
verlängert , dann ist , weil 
M"0' Bogen BO'C und M"0" 
Bogen CO"A halbirt, Bogen 

0'CO"^A + S, folglich 

^ 0'M"02 = -^ 0"M"Oi ^ C . 

Ebenso istBogenO'J50"'=^-|-C, 

folglich ^0'"M"0a=^0"M"03 

— A und deshalb nothwendigerweise ^ O'ilf "O3 = ■$; 0"'M"Oi = 5 . Wo 

aber auch der Punkt P in der Ebene des Dreiecks liege, immer wird, weil 

senkrecht auf a, O'Oi || ra'oi, ebenso 0"02 |j ro'roa und 0"'0s\\ 0'"^^ sein und 

dadurch die Winkel um F denen um M" gleich sein, 

2. Beweis. Im Viereck Pw"^£03 sind die Winkel bei o" und toj rechte, 

folglich ist -^ o"J-*ra3 = J. , weil ■^ra'J.rag der Supplementwinkel von A 

ist. Ebenso ist im Viereck ra'P »3 B ^ca'Fa^—B, folglich -^ o"P6)i =-=(7. 

Die andern Winkel sind aber Scheitelwinkel dieser 3 Winkel. 

Zusatz 1. Da Punkt P in der Ebene des Dreiecks beliebig ist, so sind 

auch die Winke) um den Höhendurchschnittspunkt D dieselben. 

Zusatz 2. Die 6 Winkel um P behalten dieselbe Grösse, wenn man 

von ihm Perpendikel auf die Höhen des Dreiecks fällt und rückwärts 

verlängert. 

Zusatz 3. Die Folge der Winkel A, B, (7 im Dreieck hat eine 

entgegengesetzte Richtung, als die Folge der Winke! A, B, C um P. {M" 

ist in diesem Satze auch als P, d, h, ais ein beliebiger Punkt in der Ebene 

des Dreiecks zu betrachten.) 
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Zweiter Abschnitt. 

Tou den Wiiiheln der jVeliendreiecke, der T.a^e ihrer Seiten und den 
Mittelpnnkten ihrer nmschriobenen Kreise. 

Vorbemerkung. Da die Summe der Supplementvvinkel der drei 
Dreieckswjiikei 360" ist, so sind die halben Supplementwinkel die Winkel 
eines Dreiecks. — Der Complementwinkel eines lialben Supplementwinkels 
eines beliebigen Winltels .4 ist -g-- 

9. Die aussen angeschriebenen Dreiecke (^,, ^^i ^3)1 das 
umschriebene und das innere Berührnngsdreieek sind einander 
ähnlich und ihre Winkel sind gleich den halben Supplementwinkeln 
der Winkel des Hauptdreieckes ABO. 

Beweis. (Allg. Fig.) Nach der Constmction der allgemeinen Figur ist 
in ^i ^A'BC der halbe Supplementwinkel von B, ^ÄCB der halbe 
Supplementwinkel von C, folglich ^BA'C der halbe Supplementwinkel 
von A. Ferner ist in dem gleichschenkhchen Dreiecke BT"!"" -^BT'T"' 
auch der halbe Supplementwinkel von B, folglich ist T'1""\\BA'. Ebenso 
ist TT"\\CÄ. Im z/j ist aber auch ^B"AC, wie auch in dem gleich- 
schenklichen JAT"T" ^AT"T"' der halbe Supplementwinkel von A, 
folglich T"l"" \\AB".- Da nun schliesslich das umschriebene Dreieck mit 
^1 den ^ C'A'S'", mit ^3 den ^ Ä'B"C"' und mit J^ den -^ B"C"'A', 
d. h. den halben Supplementwinkel von A , B und C gemeinschaftlich hat 
und die Seiten von _j j"'f"j"" j^it den Seiten von ^ A'B"0"' parallel 
laufen, so sind alle 5 Dreiecke einander ähnlich. 

Zusatz 1. Der kleinste, mittlere und grösste Winkel im Hauptdreieck 
steht in derselben Reihenfolge dem grössten, mittlem und kleinsten Winkel 
im umschriebenen Dreiecke gegenüber. 

Zusatz 2. (Fig. 4 und 5.) Wenn 
man in einem gleichschenklicüen 
Dreiecke ABC mit der Grundlinie 
BC die Strecke BB^AJB macht, 
so ist das ^ ABB ein den aussen 
angeschriebenen Dreiecken ähnliches 
Dreieck. 

TO. Die kleinen Nebendreieckc sind den aussen angcschriebcnun 
Dreiecken ähnlich. 

Beweis. (Allg. Fig.) Da Punkt A^ in der Ebene von ^Äßü liegt, 
die Geraden BC^ A^B' und A^C senkrecht auf den Hölien von ^| stehen. 




y Google 



10 _ 

so sind nach 8, Zusatz 2 ^BÄfB', ^B'Ä,C' und -^ C A,C ghicb den 
Dreieckawinkeln von z/j . Da man aber um Viereck AfB'D'O' einen Kreis 
beschreiben kann, in welchem der Durchmesser D'A^X^G, so ist als 
Beriihrungswinkel ^BAtB'=-^Ai C J5'-- -^ A'CS (letzteres, weil ^, B'±BBt 
und BBi_lA'C, folglich A^B'WA'C) und ^ (7^,Ü'= ^A^B'C = ^A'BG 
und somit schliessHch ^ JBU, (7'= -^^^'C. 

Zusatz 1. In diesen 8 ähnlichen Nebendreiecken sind alle "Winkel, die 
ihren Scheitel in A mit oder ohne nähere Bezeichnung oder in T' haben, 

=; x _ ; die ihn ebenso in B oder T" haben, =■ — ^— und die ihn ebenso 

in G oder 2"" haben, = — i — 

Zusatz 2. Diese 8 ähnhchen Nebeiidreiecke sind aiiitzwinklich. 

Beweis. Jeder Winkel in diesen Dreiecken ist ein halber Supplement- 
winkel, folglich kleiner als 90". 

11. In dem inneren Berührungs-, dem umschriebenen und den 
kleinen Neben drei ecken laufen die correspondirenden Seiten 
parallel, und zwar, von dem Scheitel der gleichen Winkel aus- 
gehend, bei den beiden ersten Dreiecken in gleicher, bei den 
kleinen Nebendreiecken in entgegengesetzter Richtung. 

Beweis, Der Beweis für die parallele Lage aus Beweis 9 und 10. — 
Bringt man das auf ^ C stehende Perpendikel Ä Ay mit dem daran hängenden 
J Ai B'C mit seinem Punkte A, nach 2", so wird -^ B'A^ C ein Scheitel- 
winkel von ■^T"I"T"\ es haben also A,B' und T'T", wie auch AiG' 
und T'T'" von Ai und 2" die entgegengesetzte Richtung. Ebenso wird es 
für das umschriebene Dreieck bewiesen, wenn man an AiÄ das ^ A^B'ü' 
herunterlaufen lässt, dass A^ in Ä fällt. 

13. In jedem aussen angeschriebenen Dreiecke laufen die 
angeschriebenen Seiten (in z/, AB und A'C) mit den beiden, den 
gleichen Winkel, wie jene , cinsehliess enden, iiicLt corre- 
spondirenden Seiten in den andern 5 ähnlichen Dreiecken parallel 
(also ^'2? II 2" 2"" Ml C und A:C\\TT"\\AiB') . Die dritte Seite 
aber läuft mit den dritten Seiten der andern 5 Dreiecke anti- 
parallel (also BG antiparallel zu 2"'2"" und B'C etc.). 

Beweis. Weil in den JJ ABC und ÄB"G"' mit dem gemeinschaft- 
lichen Winkel im Scheitel Ä die beiden andern gleichen Winkel in den 
verschiedenen Dreiecken an verschiedenen Schenkeln des gemeinschaftlichen 
Winkels liegen, so ist BG antiparallel zu B"G"' und zu allen Seiten im 
inneren Eerühnmgs- und in den kleinen Nebendreiecken, die mit B"G"' 
parallel laufen, also zu 2"2"", B'G', B^G" und CiB'". Weil aber AB in 
ÄG'" liegt, während sie die mit A!B" correspondirende Seite ist, und ÄG in 
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A'S" liegt, während sie die mit A'C" correspondirende Seite ist, so ist 
AB 1 1 rr" WAiC'W A"C" i 1 A"'C3 und ^, C | ] T'T" i Mi-B' i | A"B, \ \ Ä"B-'. 

Zusatz 1. Keine Seite in ^,, z/j, ^3 läuft mit der mit ihr correspon- 
direnden Seite in den andern 5 ähnlichen Nebendreiecken parallel. 

Zusatz 2. Die Neigung der dritten antiparallelen Seiten ist hei z/, die 
halbe Differenz von B und 0, bei J^ die halbe Difi'erenz von A und C und 
bei z/3 die halbe Differenz von A und ^. 

Beweis durch Ausrechnung. 

IS, Das an eine Dreiecksseite innen angeschriebene Dreieck 
ist dem äusseren Berührungsdreiecke an derselben Seite ähnlich. 
In beiden Dreiecken ist die vom Scheitel des grössten Winkels 
ausgehende grössere Seite mit der vom Scheitel des gleichen 
Winkels im anderen Dreiecke ausgehenden kleineren Seite parallel; 
die dritten Seiten sind antiparallel, 

Beweis. (ÄUg. Fig.) Man betrachte diese Dreiecke an a, nämlich 
JM'BC und z/j4iKj^Ki^. — J Aa^i^ai^. , ist ein gleichschenkliches, weil 
Aa,^^ Adt^ — t ist, folglich ^Aa,^ai^= "^ • FeiTier ist, weil als 
Tangenten CAi = C«,^, auch z/ CAi ß,^ gleichschenklich, folglich -^ C«! ^ Ji —^ 
und somit -^^,«,^«1,. = ^ = ^ Jll'-BG im z/„. Ebenso ist ^yl,«i^ß„ 

=z~ = ^M'CBinJ^, folglich •^«i,A«,,^ = -^7JiirG=^ + -t--^ somit 
die Aehnlichkeit bewiesen. Ferner ist -^ M'CB = -^ CAi '^ib 1 folglich 
MCWAiKi^ und ebenso M'B\\A!ai^. Weil aber in beiden Dreiecken die 
gleichen Winkel an BC und ki^rj^ an verschiedenen Parallelen liegen, so sind 
diese Seiten antiparallel. 

14, Der Winkel, welcher zwischen einem der Schenkel des 
grössten Winkels eines äusseren Berti hrungsdreieckes und der 
nitchsteu, von dem Scheitel dieses Winkels "ausgehenden Seite 
eines kleinen Nebendreieckes liegt, ist, wenn dieser Scheitel in «, 
J) oder G fällt, in derselben Reihenfolge -g- 1 -^ oder -^ (also bei 

Beweis. ^C'^0' = -J-. ^CA^a„ = ^, folglich ^ff„,J,C'= 4' 
Ferner -^^B^^B'^^^, -^_e^,«i, = |- . folglich ^ai^AiB- = ^- 

Weitere Betrachtungen. Als Complementwinkel zu ^CA^C' ist 
^C'A,D'=^^ folglich ^J?'^,_D' = -§-i somit ist die Eeihenfolge der 
Winkel ^CA^at^, ^«i^AC, -^C^-D', ^^B'AiB", ^B'A^k^^ und 
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-^«j,,^, ^' iii ihren Wertheii ausgctlrückt: - '- j -g-' -q- ' -o- ' -V' ~-r' ^^^ 
Sehenkel dieser Winkel aber sind von A^ aus die Perpendikel auf die Seiten 
lies JA'BO, nämlich A'Ai, A^ai,, und A^a^^, und die Perpendikel auf die 
Höhen desselben Dreiecks, nämlich BC , AiB' und A^C'. Hieraus geht 
folgender Satz hervor: 

15. Wenn man von irgend einem Punkte in der Ebene eines 
spitzwinkiichen Dreiecks Perpendikel auf die Seiten des Dreiecks 
oder deren Verlängerungen und auf dessen Höhen oder deren 
Verlängerungen fällt und rückwärts verlängert, so entstehen 
12 Winkel, von denen immer 4 gleich den Coraplenientwiiikeln 
der Dreieckswinkel sind und deren Reihenfolge um diesen Punkt 
die gleiche ist, wie die Reihenfolge der Drei eeks winke 1, zu 
denen sie die Complemente sind. 

Vergleiche hiemit 8 und 8 Zusatz 2 und a. 

Zusatz 1. Beim rechtwinldichen Dreiecke bilden sich nur 8 Winliel, es 
fallen nämlich die Complementwinkel zum rechten Winkel, weil sie sind, 
aus. Die 8 Winkel sind, wenn A der rechte ist, B und C, welche 
abwechselnd auf einander folgen. 

Zusatz 2. Im stumpfwinklicheu Dreieclie mit dem stumpfen Winkel A 
sind die 4 mal um P sich bildenden Winkel B, G und — — und ist dies 
ihre Folge, so ist sie wieder die entgegengesetzte von ö, C, A im Dreieck. 

Beweis. (Fig. 6.) Beschreibt man v\s. u. 

Über BC des Dreiecks ABC das Dreieck 
DBG (D der Höhendurchschnittspunkt), 
so werden fiir ^ ABC und für ^DBV 
um P dieselben Winkel erzeugt, denn in 
beiden Dreiecken sind BC und DF' 
gemeinschaftlieh, die verlängerten Seiten / 

AB und AC werden in ^ DBO zu / 

Höhen, während die auf diesen Seiten /~-~:.^ 

verlängerten Höhen zu Seiten des JBBO / 

werden. (P liege in der Verlängerung 
von BF'.) Weil (man betrachte das recht- 
winkliche .d CF"B) C der Complement- 
winkel von -^DBO, und ebenso B der 
Complementwinkel von ^BCB, so müssen 
diese Winkel um P ungetheilt bleiben. Weil 
nun aber auch Fy 1_AB und Pä ±BD, 
äO ist ^yPd = ^ DBA. A ist aber 
als Äussenwinkel vom ^AF"B~DBÄ-\- 
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einem rechten Wiukel, folglich -^DSÄ positiv gleich dem Complemeiit- 
wiiikel von Ä. Es ist aber auch B'\-C+^DBA (tietradite ^CF"B) 

gleieli einem rechten Winkel, folglich ist •^yl'd^-^ABB =^ ^ -• 

Schliesslich ist, weil die "Winkel ßPF' und F'By nur durch die Perpendikel 
aus P auf die Seiten gebildet werden, auch die Reihenfolge der Winkel um 
P nach 8 Zusatz 3 eine dem Winkel im Dreieck entgegengesetzte. 

Fassung für jedes Dreieck. Wenn man von der Summe zweier 
neben einander liegenden Dreieckswinkel um P das Complement des dritten 
Winkels von beiden Seiten abzieht, so erhält man die Grösse der viermal 
wiedeikchienden Winkel um P. Weil aber das Complement von 90° = 
und \on emem stumpfen Winkel negativ ist, folglieh ausserhalb der Summe 
der beiden spitzen Winkel fällt, bleiben im rechtwinklichen, wie im stumpf- 
winkhchen Dieiecke die spitzen Winkel um P ungetheilt. Hierdurch wird 
auch die Nothwendigkeit der verschiedenen Reihenfolge der Winkel um P klar. 

16. (Hülfslehrsatz.) Die Halbirungslinie eines Dreieckswinkels 
steht senkrecht auf derjenigen Seite des umschriebenen Dreiecks, 
welche durch den Scheitel dieses Winkels geht. 

Beweis. (Allg. Fig.) ^ÄBC ist der halbe Supplementwinke! von B, 
. folglich ist der Complcmentwinkel zu ^J.'iJC = -2-und somit ■^M'PJ.'^SO". 

Zusatz 1. Die Fusspunkte der Höiien im umschriebenen Dreieck sind A , 
B und und z/ AB C ist somit das Höhendreieck des umschriebenen Dreiecks. 

Zusatz 2. Die Höhendreiecke in J,, ^a, ^3, ^t'T"T"' und in den 
kleinen Nebendreiecken sind dem ^ ABC ähnhch. 

Beweis. Weil diese 7 Dreiecke dem umschriebenen Dreiecke ähnlich 
sind, müssen ihre Höhendreiecke auch J ABC ähnlich sein. 

ZusatK 3. D', B" und D'" ist der Mittelpunkt des eingeschriebenen 
Kreises der Höhendreiecke von ^j , z/2 , z/3 . 

Beweis. Weil M', der Höhendurchschnittspunkt des umschriebenen 
Dreiecks, der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises von ^ ABC ist, 
müssen D\ D", J)"\ die Höhendiirchschnittspunkte in ^i, ^21 -^ai ^^cli "i'e 
Mittelpunkte ihrer Höhendreiecke sein. 

17. Die grösste Seite eines an eine Dreiecksseite gelegten 
äusseren Berührungsdreiecks (bei a also «i^Ki^,) hat die Lage, dass 
sie in dem an dieselbe Seite aussen angeschriebenen Dreiecke 
{J ABC) durch die Fusspunkte der beiden Höhen geht, deren 
Spitzen in den Endpunkten der Seite des Hauptdreiecks liegen 
(durch ^1 und C\). 

Beweis. (Alig. Fig.) Nach 16 Zusatz 2 ist ^ A^^B^C^ m^ABC, 
folglich -^ Ai Bi Ci = B, und nach 16 Zusatz 3 also ^D'B^ G, = -J- ■ Ferner 
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ist, weil auch ^Ä,}^jy=^ und ^- T>' B' C ^ 'd{i\ ^A,BiG = --f^- 
Es ist aller ^BiCJi^iJjCKij, folglich auch ^CBi «,4 = ^^^^'- Demnach 
ist die Summe der Winkel -^D'i/iC, + -^^'i^iO + ^ (71/(«i^ = 180", 
folglich liegen Ci-ßj nnd «j^ in einer geraden Linie. Ebenso wifd bewiesen, 
dass ■^I>'CiB, + ^I>'Ci5 + -^i'Ciß,^,= 180% folglich geht «i^«!^ 
durch die Punkte B, und (7, . 

18. In den 8 ähnlichen Nebendreiecken wird jeder Winkel 
durch die Höhe in die beiden halben Hauptdreieckswinkel getheilt, 
aus denen man ihn sich zusammengesetzt denken kann: ~^-^ 
in i und 4, -^4^: in A und -^ und ^±^ in -f- und -J • 

Beweis. In zJ^ ist ^BA'C=^^- Weil nun ^^'UC der halbe 
Supplementwinkel von B ist, so ist -^^j^'B das Complement zu diesem 
halben Supplementwinkel, folglieh -g und ebenso Ä^ÄG=-^- 

Zusatz 1. Der Winkel, den in einem aussen angeschriebenen Dreiecke 
die Eadiusliöhe mit einer angeschriebenen Seite bildet, ist gleich dem Winkel, 
den die andere angeschriebene Seite mit der Höhe des umschriebenen Dreiecks 
bildet, deren Spitze in dem Scheitel des gemeinschaftlichen Winkels beider 
Dreiecke liegt. (^^,^'B = ^ Ayl'f7 imd ^A^ÄC^^AÄB.) 

Beweis. Beide Dreiecke sind ähnlich, ihre Grundlinien aber antiparallel. 

Znsatz 2. Der Winkel, der zwischen diesen beiden Höhen liegt, ist gleich 
der Differenz der beiden Winkel, in welche der Dreieckswinkel durch eine Höhe 
getheilt wird: in Ji die halbe Differenz von B und C, in J^ ^'^ halbe 
Differenz von A und G und in z/3 die halbe Differenz von A und B . 

Zusatz 3. Die Höhe des umschriebenen Dreiecks aus A', B" oder (J" 
geht durch den Mittelpunkt des umschriebenen Kreises von ^j, ^^ oder ^3, 
und die Eadinshöhe jedes aussen angeschriebenen Dreiecks oder deren Ver- 
längerung geht durch den Mittelpunkt des das umschriebene Dreieck um- 
schriebenen Kreises. 

Beweis. Dieser Satz wurde durch die Anwendung von 7 fonmüirt. 

Zusatz 4. Die Radiushöhen der aussen angeschriebenen Dreiecke, wo 
es nothwendig wird, hinreichend verlängert, durchschneiden sich in einem 
Punkte, dem Mittelpunkte des das umschriebene Dreieck umschriebenen Kreises. 

19. In dem Halbirnngspnnkte der oberen Höhenabschnitte des 
umschriebenen Dreiecks liegt der Mittelpunkt des umschrieboneTi 
Kreises zweier angeschriebenen Dreiecke (in M'j^ für ^j und z/,,, 
in M'B" für J^ und z/^ und in M'C'" für ^3 und z/J. 
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Beweis. Weil nach 16 M'B _i_BÄ und M'C XC^\ so lässt sich 
um Viereck M'BA'G ein Kreis besehreiben, in welchem M'-^ ein Durch- 
messer ist, 

Zusatz 1. Der durch a abgeschnittene kleinere Bogen von Kreis 0' ist 
der geometrische Ort für den Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises des 
Hauptdreiecks. 

Zusatz 2. Der geometrische Ort für Ä liegt in dem vom Kreise 0' 
durch a abgeschnittenen grösseren Bogen, und zwar zwischen den beiden in 
den Endpunkten von a errichteten Perpendikeln. 

Beweis. Legte man Ä in den Bogen der Peripherie dieses Ki'eiaes, 
der nicht zwischen den beiden Perpendikeln liegt, sondern von dem einen 
oder dem andern abgeschnitten wird, so wäre zJÄJBO nicht mehr spitz- 
winklich, wie es jedes aussen angeschriebene Dreieck sein muss. 

Zusatz 3. Die umschriebenen Kreise der beiden an dieselbe Seite aussen 
und innen angeschriebenen Dreiecke decken sich, wenn der umschriebene 
Kreis des Hauptdreiecks gegeben ist. 

20. In der Peripherie des umschriebenen Kreises des Haupt- 
dreiecks liegt der Mittelpunkt jedes um ein angeschriebenes 
Dreieck umschriebenen Kreises ((/, 0", 0'"). 

Beweis. (Allg. Fig.) Da Bogen BäC=2B + 2C ist, so ist der 
jenseits BG liegende Peripheriewinkel in dem das J ABC umschriebenen 
Kreise B ^C; in dem das ^j umschriebenen Kreise aber ist der auf der 
Sehne BC stehende Peripheriewinkel -~ — i folglich liegt 0' in dem dem J^ 
zugewendeten Bogen BC des das J ABC umschriebenen Kreises. 

Zusitz zu 19 und 20. 0' liegt im Durchschnittspunkte von il/'yl', 0" 

n len vo M'B" und 0'" in dem von M'O'" und der Peripherie des 

cl ebe en Kreises von J ABC. 

1 De Höhendurchschnittspunkt des umschriebenen Dreiecks 

t lei M ttelpunkt des das innere Berührungsdreieck umschriebenen 

Kreises. 

Beweis durch die Construction der allgemeinen Figur, durch IG und 
16 Zusatz 1. 

23. Der Höhendurchschnittspunkt von ^ B'BC ist der Mittel- 
punkt des umschriebenen Kreises um das äussere Berührungs- 
dreieck an fl, der Höhendurchschnittspunkt von ^ D"AC der 
Mittelpunkt des Kreises um das äussere BerUhrungsdreieck an h, 
und der Höhendurchschnittspunkt von ^B"'ÄB der Mittelpunkt 
des Kreises um das äussere Berührungsdreieck an c. 

Beweis. Diese IläheiKlurchsi;hnitt.spunktc sind die Mittelpunkte der 
ebenen Kreise. 
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23. Die Mittelpunkte der um die kleiiiun Nebendreiecke um- 
schriebenen Kreise liegen in den Halbirungspunkteo der unteren 
Höhenabschnitte der Radiushöhen in den aussen angeschriebenen 
Dreiecken (in D'Äi , D"J?a «nd ^'"Cg). 

Beweis. A^B' X.^' ^ und AiCW_G'I)', folglich kann man um 
Viereck AjB'D'C einen Kreis beschreiben, in welchem AiD' ein Durch- 
messer ist. 



Dritter Abschnitt. 

Gleiche Strecken, flercii Lage uml darans entspringende Gesetze. 

24. Die gleichen Tangenten sowohl des inneren, wie auch die 
mit diesen und unter sich gleichen Tangenten der äusseren 
Berührung skr eise liegen in den Schenkeln ein und desselben 
Dreiecks wink eis, und wie die gleichen Tangenten des inneren 
Kreises von dem Scheitel eines Winkels ausgehen, so gehen die 
auch mit diesen und unter sich gleichen Tangenten der äusseren 
Berührungskreise von den Endpunkten derjenigen Dreiecksseite 
aus, welche diesem "Winkel gegenübersteht. (Bei -^A die ersten 
AT" und AT'", bei den letzten OB2 ^ind i^f^s)- 

Beweis aus Beweis 1. 

Bestimmung. Nicht nur AT" und A'J'"', sondern auch C7^ und BC<, 
heissen f; nicht nur BT' und BT"', sondern auch CA^ und AC^ heisseu 
t"; nicht nur CT' und CT", sondern auch BAi und AB2 heissen t"'. 

Zusatz. Die Summe der beiden Tangenten zweier angeschriebenen 
Kreise , die einen Dreieckswinkel bilden , ist gleich der diesem Winkel 
gegenüberliegenden Dreiecksseite. 

Beweis. AB^ = BAi und AC3 = CA^ , folglich BC = AB^ + ACs . 

25. Die Differenz der ungleichen Tangenten in einer Drei- 
ecksseite ist gleich der Differenz der beiden andern Seiten. 

Beweis. BAi - BT' = T'Ai = h — c. 

26. Die Differenz der Verlängerungen einer Dreiecksseite über 
ihre Endpunkte hinaus bis an die Peripherie des umschriebenen 
Kreises des umschriebenen Dreiecks (Cro ~ /^o bei '0 ist gleich 
der Differenz der beiden andern Dreiecksseiten. 
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Beweis, ora ist eine Sehne dieses Kreises, deren Halbirungspunkt ^^ 
ist, weil A'AiXom und in A'Ai oder deren Verlängerung der Mittelpunkt 
des Kreises liegt, folglieh, weil BT' =^ CA^ , ist Cca = iJo-| ■ 3"^, und 
somit C(o~Bo = TAt = fo — c (nach 2). 

27. Jede Dreiecksseite, auf beiden Seiten bis an die Be- 
rührungspunkte der beiden andern angeseliriebenen Kreise ver- 
längert {ß2„'ys„ bei a) ist gleich der Summe der beiden andern 
Dreiecksseiten. 

Beweis. Nach 24 Zusatz ist AiB = AB^ und A^G^ AC3; es ist 
aber auch By.^^^ BC^ und Cß^.^CB^, folglicli ß.,^y^^ = AB -^ AC. 

28. Der untere Höhenabschnitt der Radiushöhen in Ji, ^2y '^3 
ist gleich *■. 

Beweis. J M'BCB^-^ D'CB, folglich sind als correspondirende Höhen 
M'T' = B'Ai . M'T ist aber r . 

Znsatz. Die Seiten des inneren Berührungsdreiecks sind doppelt so 
gross, wie die Seiten der kleinen Nebendreiecke. 

Beweis. Der Radius des umschriebenen Kreises von ^ 2"2"'y'"' ist so 
gross, wie der Durchmesser der umschriebenen Kreise von den kleinen 
Nebendreiecken. 

39. Der untere Höhenabschnitt der Radiushöhen in z/^^, z/,,, ^,. 
ist / bei ^„ , )■" bei z/^ und /" bei ^^. 

Beweis. Nennen wir bei J^^ den Höhendurchschnittspunkt ö', so sind, 
vi&il zJM'BC^^D'CB, die unteren Höhenabsehnitte der correspondirenden 
Höben ÖT' = ^' A = ''i ■ 

30. Die Gerade, welche den Mittelpunkt des inneren Be- 
rührungskrelses mit dem Höhendurchschnittspunkte irgend eines 
aussen angeschriebenen Dreiecks verbindet, halbirt die Haupt- 
dreiecks Seite, welche sie durchschneidet, und wird von dieser 
halbirt. 

Beweis. Man nenne | diesen Durch sehn ittsptinkt in a, so ist 
JM'T'i'^-B'Ail (eine Seite und zwei Winkel gleich), folglich M'l^ D'i 
und weil auch 2"| = ^,|, so fällt | in R'. 

31. Die oberen Höhen abschnitte der beiden Höhen zweier 
aussen angeschriebenen Dreiecke, welche senkrecht auf einer 
Seite des umschriebenen Dreiecks (etwa AB") stehen (also BD' 
und AB"); sind einander und gleich dem unteren Höhenabschnitte 
derjenigen Höhe des umschriebenen Dreiecks, welche auf derselben 
Seite des umschriebenen Dreiecks steht (also BB'—AD"^M'C). 

Beweis. Als ('" ist AB^, =^ BA^ = CT', folglich J D'A^B '-aJM'rC 
^D"B2Ä und deshalb BD'^M'C=AB". 
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32. In jetlem aussen angeseliiMebeneti Dreiecke ist der obere 
Höhenabschnitt der Radiushöhe (A'D' in ^^ ) doppelt so gross, 
wie die Liuige des Perpendikels auf seiner Haiiptdreiecksseite 
in ihrem II (11') bis zu seinem (0'). (Also ÄI/^^H'O' in z/, .) 

Beweis. Nach 30 geht 'M'D' durch 11' und nach 7 Zusatz 4 
M'Ä durch 0' , folglich M'Il' :3l'I}' ^ II'O': D'A'. Da aber nach 30 
M'D' = 2M'H', so ist auch D'Ä=2E'0'. 

Zusatz 1. Die oberen HÖhenabscluiitte des umschriebenen Dreiecks 
werden durch die Peripherie des umschriebenen Kreises von J ABC halbirt. 
Beweis. M'(f : M'Ä -= M'H' : M'J)'. 

Fig. 7. Zusatz 2. Der geometrische 

Ort des Höhendurchschnitts - 
Punktes eines aussen ange- 
schriebenen Dreiecks liegt in 
dem diesem Dreieclce {hier ^j) 
zugewendeten Bogen (BS'C) des 
dem umschriebenen Kreise dieses 
Dreiecks congnienten Kreise, 
welch beide Kreise mit dem um- 
schriebenen Kreise des Haupt- 
dreiecks eine gemeinschaftliche 
Sehne (BC) haben, welche die- 
jenige Seite von ^^JGCist, an 
welche das Dreieck angeschrieben. 
Beweis. (Fig.7.) BO'Cist 
der dem ^^BC umschriebene 
Kreis. Verlängert man O'H' über R' und macht H'Ot -— H'O', so sind 0' 
und Ol die Mittelpunkte der congruenten Kreise, und 0'0| gleich der Länge 
des oberen Höhenabschnitts der Radiushöhe in z/, . Es sind aber als Radien 
congmenter Kreise O'a—Oid', folglich OiO'~S'a. Da aber alle zwischen 
den Bogen Ba'C und JStf'C parallel zu d'a laufenden Geraden gleich sind, so 
ist Bogen Sd'C der geometrische Ort des Höhendurchschnittspunktes von z/j . 

33, Die Gerade, welche die Höhendurchschnittspunkte zweier 
aussen angeschriebener Dreiecke verbindet, ist gleich derjenigen 
Hauptdreiecks Seite, welche von dieser Geraden nicht durch- 
schnitten wird. 

Beweis. Nach 31 ist BD"'=CD" und Air'^CI)', es ist aber 
auch ^AJ)'"B = ^D'GI)"=G+^-^^ , folglich J AD"'B^^ D'CB" 
und deshalb AB^B'D". Ebenso BC--^B"B"' und CA ^^I)'"I)'. 

Zusatz 1. ^ÄBO'S.JB'D"})'". 
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Zusatz 2. In diesen beiden Dreiecken laufen die gleichen Seiten mit 
einander parallel. 

Beweis. Weil in den Vierecken ABB'D", BÜB"D"' und CAI)"'I)' 
die gegenüberliegenden Seiten gleich sind, so sind dieselben Parallelogramme, 
also ^ B 1 1 D'D" etc. 

Zusatz 3. Wie der Hölieudurchschnittspunkt von AJ)'J)"I)"\ nämlich 
M."\ der Mittelpunkt des dem umschriebenen Dreiecke zu <^jiBC umschriebenen 
Kreises ist, so ist D, der Höhendurchschnittspunkt von JAliÜ, der Mittel- 
punkt des dem umschriebenen Dreiecke zu AI>'D"D"' umschriebenen Kreises. 

M. Die durch den gemeinschaftlichen Flächeninhalt der 
A^ ABC und I)'D"I)"' abgeschnittenen 6 Dreiecke liaben mit 
ihrer Spitze in A, S, C, D', D", J)'" eine gleich grosse Höhe, 
nämlich r. 

Andere Fassung. An ^'*' '*■ ^ 

den Kreisen mit dem Mittel- 
punkte A, IS und C und dem 
Radius r werden in der- 
selben Reihenfolge die ge- 
raden Verbindungen von D" 
und D"\ von D'" und ü' 
und von B' und D" zu 
Tangenten. 

Beweis. (Fig. 8.) Weil J ABCm J J)'1)"D"', so ist auch AF' ^ !>>'. 
Weil BC\\I)"J}"\ so ist auch «,F" = ^,(p', folglieh ^ßj =^ U'A = *"■ 

Zusatz. Von diesen 6 Dreiecken sind je die zwei sich gegenüber- 
liegenden Dreiecke congruent. 

Beweis. Weil die drei Seiten der JJÄßy und D'ß'y parallel laufen, 
so sind es ähnliche Dreiecke, und weil sie aus der homologen Kcke A und D' 
die gleiche Höhe haben, so ist J Aßy^A D'ß'y ■ 

Buchstabengebung S' ist der Höhendurchschnittspuiikt von J^^, S" 
der von J^ und 8'" der von J^ . 

35. In Ji und z/„ ist ÄG^^BÖ' und AB — CS', in J., und z/,, 
B"G=Ad" und B"A = Gä", in z/3 und J^ ist C'A^Bd"' und 
C"'B = A3"' und die gleichen Linien sind parallel. 

Beweis. In Ji und < ist ÄAi=3'T' und A,C^T'B, folglich 
in den rechtwinklichen AAÄAiC und ä'T'B auch A'0=ä'B und 
■^ ^'CA = ^ ^'-2^2", folglich ÄC II d'B . 

Zusatz 1. Verbindet man S" und d" durch eine Gerade, so geht diese 
durch T", ebenso ö"ö"' durch T und d"'d' durch 2'". 

Beweis. (Fig. 9.) Man bezeichne mit | den Durchschnittspunkt von 
AG und S'ä'". 
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entsteht aber 



\Veil(7'"5 und i'Xeine Ge- 
rade bilden, und d"'Ä \\ C"'li, 
und ö'C\\BA', so ist auch 
d'"Ä\\d'C, folghch ^d'"AG 
=^ •^ä'CA und es verhalt sich 
in den zl^ ä"'Ai und d'Ct 
deshalb A^:C^ = AS"':CS'. 
In den ähnlichen ^^C'CaB 
und AA, B verhält sich 

C'B-.BA'^BC^-.BA^ 
und weil 0"'B — AS"' waA 
BA=C6\ so verhält sieh 
Aä"':Cä'=BCi:BA^. Durch 
die erste und letzte Proportion 
die Proportion Ah.:Ci = BC^-.BA^^t' -.t'", folglieh, weil 
fällt % in T". 

Zusatz 2. Ist J ABC gleichseitig, so fällt 6^ in A, ä" in B und d"' 
in C. — Ist JABC gleichsehenklich mit der Grundhnie b, so fällt, wenn 
B^GO", S'S'" in die Mitte von AC und es ist Ad' <CAä"'; ist jedoch 
B < 60", 80 fällt ^ C in die Mitte von S'Ö'" und es ist d'A < ^'6" . 

36. Jede Gerade, welche die Fusspunkte der Höhen zweier 
aussen angeschriebenen Dreiecke, deren Spitzen in ein und der- 
selben Dreiecksspitze des Hauptdreiecks liegen, verbindet, ist 
gleich t (J^A-.^B^Bs^CiC^^t). 

Beweis. (Allg, Fig.) Wenn man an einem spitzwinklichen Dreiecke 
die Fusspunkte zweier Höhen durch eine Gerade verbindet, so wird von 
demselben ein ähnliches spitz wink) ich es Dreieck abgeschnitten, folglich 
^ AB3C3 ähnlich den 8 ähnlichen Nebendreiecken. Aus Beweis 17 geht 
aber hervor, dass auch Jati^B,C (wie auch i^a^.BC,) diesen 8 Neben- 
dreiecken ähnlich ist, folglich J ABsOj'X) ^ an^B^C und weil als t" auch 
jl(7ä = «itO, so ist auch J.J93 — «,^B,, Ferner ist c;,^o;,,.!|B"C"' (weil beide 
antiparallel zu BC), folglich ist Viereck J.«,^Bii?3 ein Parallelogramm und 
B^B3 = Aa,, = t. 

Zusatz 1. Jede dieser Geraden halbirt die zwei Seiten des Ilaupt- 
dreiecks, welche sie durchschneidet. 

Beweis. Da ^AC^C^QO", ist H"C^H"Ci, folglich im J H"CCi 
■^CH"C2^B + C; ^CH"II' ist aber =A, folglich bilden G^H" und 
H"H' eine Gerade. Ebenso wird bewiesen, dass dB' und B'E" eine 
Gerade bilden. — Dieser Beweis ist ein zweiter Beweis für den Hauptsatz, 
denn da dS''^— und H"H'^~ und H'Ct = -^-^ so ist C^d^t. 
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Zusatz 2. Die Strecke in jeder Seite des uraschriebeneQ Dreiecks, die 
zwischen den Fusspunkten der Höhen zweier aussen angeschriebenen Dreiecke 
liegt, ist gleich der Summe der beiden ausserhalb des dritten aussen 
angeschriebenen Dreiecks liegenden Segmenten der grössten Seite des hier 
liegenden äusseren Berührimgsdreiecks (z. B. C2B3 = Bi «,,,-]- P,«!^.}. 

Beweis. Nach dem Beweis des Hauptsatzes ist AB3 — cc^^T^i . Ebenso 
ist AC2 = «,,(7i , folglieh C2S3 = «,^B, + a^^^d . 

37. Die Tangente in A, B oder C an den umschriebenen Kreis 
gelegt und bis an die Peripherie eines einem angeschriebenen 
Dreiecke umschriebenen Kreises verlängert, ist gleich der Seite 
des Hauptdreiecks, an welches das Dreieck angesehrieben. (Fig. 7 
B%=BC.) 

Beweis. Als Berührungswinkel ist ^ GB%' =■ A ; es ist aber 
•^ CBO'^ 4 ' folglich Sehne Bö und Ba gleich weit von 0' entfernt, und 
somit gleich. Ebenso ist, wo man auch im Bogen BC, jenseits 0", A 
annimmt, BA^Bn" {%'" in der Peripherie des umschriebenen Kreises 
des an BA angesehnebenen Dreiecks) folglich: 

Zusatz. Die Tangente, \n A, B oder C an den umschriebenen 
Kreis gelegt und nach beiden Seiten bis an die Peripherie beider den beiden 
angeschriebenen Dreiecken umschriebenen Kreise verlängert, ist gleich der 
Summe der beiden Seiten des Hauptdreiecks, die von A, B oder G ausgehen 

38. Die Seiten des inneren und der 3 äusseren Bcrübrungsdrei- 
ecke werden durch die Geraden von A, B und C, beim inneren 
nach dem Mittelpunkte des inneren, bei den äusseren nach dem 
Mittelpunkte des jedem zugehörigen äusseren Berührungskreises 
halbirt. 

Beweis. Die JJÄT"T"', BT'T'", GT'T", ^a,,,«,^, BA,cc^^, CAitc,^ etc. 
sind gleiehschenklich, deren Winkel an ihrer Spitze durch eine der in Rede 
stehenden Geraden halbirt wird, weshalb ihre Grundlinien durch dieselbe 
Gerade halbirt werden muss. 

39. In der Geraden M'M'" liegt in ihrem Haibirungspniikte M". 
Beweis. (Fig. 10.) Weil M'T"\\M"H" und T"H"=H"B2, so muss 

eine Parallele zu M"H" von B2 aus die verlängerte M'M" in einem 
Punkte treffen, der von M" so weit entfernt ist, wie M" von M". Ebenso 
muss eine Parallele zu 31" H'" von C3 in denselben Punkt fallen, der somit 
nach 18 Zusatz 4 M'" ist. 

Zusatz. Die gemeinschaftliche Ceiitriile dieser drei Kreise (Mittel- 
punkt M', M" und M"') geht verlängert durch die grösste und kleinste 
Dreiecksseite. 
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Beweis. {Fig. 10.) Man 
nenne den Durelischnittspunitt 
der Centrale in a, b und r, oder 
deren Verlängerungen £', t" 
uiul %'". {%'" ist in der Figur 
niclit bezeichnet.) Weil hier 
AB metrisch die mittlere Drei- 
ecksseite ist, ist nach 2 Zusatz 
auch T"'C^ > T'Bz , folglich 
g"'y"'>g"r', somit liegt, 
|5 ^^\\Ar"=AT",t."mAT" 
und t,'" in der Verlängerung 
von AjB über A und es liegt 
deshalb anch %' mBC. 

40. Der Durchmesser des umschriebenen Kreises vou J ABC 
ist gleich dem Radius des dem umschriebenen Dreiecke um- 
schriebenen Kreises. 

Beweis. (Fig. 10.) Zieht man die Gerade J!/'J?" und verlängert üfJ/" 
über H", so trift't letztere die erstere in der Peripherie des umschriebenen 
Kreises in Punkt 0" (Zusatz zu 19 und 20), es verhält sich deshalb 
M'3i" : M'M'"^ M"0" : M"'B" = B : M"'B" =1:2, folglich 2 _R =^ M"'B". 

41. Jede Gerade, von M' nach einem beliebigen Punkte in der 
Peripherie des Kreises M'" gezogen, wird durch die Peripherie 
des Kreises M" halbirt. 

Beweis. (Fig. 10.) M'% sei eine solche beliebige Gerade. — Man ziehe 
die Gerade J/"'|, und zu derselben von M" aus eine Parallele, die M'i 
in g' trifft, so verhält sich: M'M": M'M'" = M"^' :M"'^= l :2. Da aber 
(nach 40) M"'^ = 2E, so fällt |" in die Peripherie des Kreises M". 

Aiimerkuag. Dieser Satz vefallgemeiuert 32 Zusatz 1. 

42. Der umschriebene Kreis, der in einer Dreiecksüpitze die 
durch dieselbe gehende Seite des umschriebenen Di'eieckes durch- 
schneidet, halbirt dieselbe bei seiner zweiten Durchsclineidung 
(allg. Fig. V-B"= VO- 

Beweis. (Fig. 10.) Ai]\ die Verbindimg beider Durchschnittspunkte, ist 
eine Sehne im umschriebenen Kreise, und ist s ihr Halbirungspunkt, so ist 
M"sX'^n'i ™*^ ^™il ^u'^'' 3l'AX-^v\ so muss auch M"'7i'X^v' sß'"- 
Denkt man sieh nun den in der Figur nicht bezeichneten Punkt 6"", so ist, 
weil M"'-ri' X_B"C"\ Punkt ij' der Halbirungspunkt von B"C"'. 

Zusatz 1. Der Kreis M" sehneidet von der grösseren zweier 
angeschriebenen Seiten, weiche zusanmieu eine Seite des umschriebenen 
Dreieckes bilden, die Hälfte ihrer Differenz ah 1^))'= ^ )■ 
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Zusatz 2. Der Bogen von Kreis Üf", den eine Seite des umsdiriebenen 
Dreiecks von seiner Peripherie abschneidet, ist gleich der Differenz derjenigen 
Hauptdreieckswinkel, durch deren Scheitel jene Seite niclit geht (allg. Fig. 
Bogen ^ij'=B— C). 

Beweis. (Allg. Fig.) AM' über M' verlängert trifft die Peripherie von 
Kreis M" in Punkt 0', von welchem eine Gerade, nach tj' gezogen, durch 
M" geht, weil ■^O'J.ij = 90°. Weil O't/ aber auch durch E' geht (Bogen 
0'-B = Bogen O'O), so ist ti'&WA^A', folglich ^rj'O'A^^ ^A^ÄÄ = -^~ 
und somit Bogen Avi ^ B—C. 

Zusatz 3. Bei jedem ungleichseitigen Dreieck schneidet die metrisch mittlere 
Seite des umschriebenen Dreiecks vom Kreise M" einen Bogen ab, der so gross 
ist wie die Summe der beiden Bogen, welche die grösste und kleinste Seite dieses 
Dreiecks von diesem Kreise abschneiden (Bogen Bi;"=-- Bogen j4»j'+ Bogen Cjj'")- 
Beweis. Bogen Bfj" := A— C, Bogen C'>j"' = A~ B und Bogen 
Ari=B—0, folglich Bogen Ci)"' + Bogen ^ij' = J.— C = Bogen 5ij". 

4:3. Die Ergänzung zur Sehne von M'T' im Kreise 0', von 
M'T" im Kreise 0" und von M'T"' im Kreise 0'" ist in derselben 
Reihenfolge gleich /, r" und /". 

Beweis. (Allg. Fig.) Nennt man 3"7\ diese Ergänzung von M'2", so stehen 
T^T', A'Ai und O'H'XBC. Weil aber H'T'='-H'A„ so ist T"T, = A,A'= r 
Zusatz 1. Die Gerade TiA' ist gleich der Differenz von h und c. 
Beweis. TiA'=^ T'Ai = h~c. 

Zusatz 2. Der Bogen TiA' ist gleich der Differenz von B und (J . 
Beweis. ^A'M'Tt = ^-^^ folglich Bogen r,yl'=J5— (7. 
Zusatz 3. Bei jedem aussen angeschiiebenen Dreiecke i^jt m seinem 
umschriebenen Kreise die Ergänzung dei Ridmshohe zui Sehne gleich j 

Anmerkung. Die Beziehungen \cn 42 nnil 43 und ibieii 
wechselseitig, und man wird lebhaft da^on überzeugt werden wi 
M ASO aus den Gaben b — c, B — t und M 1 ronstruirl 

44. Die an den Endpunkten emei 
Dreiecksseite (B und C in Fig. 11) er- 
richteten Perpendikel theilen bei hin- 
reichender Verlängerung die mit dieser 
Seite parallel oder antiparallel lau- 
fende Seite des umschriebenen Drei- 
ecks in drei Theile, von denen die 
äusseren sich gleich sind {B"^^G"'v). 
Beweis. Der Perpendikel auf BC in 
//' trifft B"C"' in tj', dem Halbirungspunkte 
von B"C"'. Weil C^\\ H'ti' \\ Bv, so ist 
i)'| = rfv , folglich B"! ^= C"'v . 
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45. Im rechtwinklielien Dreiecke mit dem rechten Winkel A 
ist f = )', t"=-r", f'^r" nnd f = /. 

Beweis. Viereck ÄT"M.'T" iat ein Quadrat, folglich (' = r. Ferner 
sind die ähnlichen ^JWB^Ä und CVsA, weil ihr Winkel bei A als 
halber Supplementwinkel von 90", 45° ist, gleichschenklich , folglich 
B"lis = B^A ^ CT"^t"' und ebenso C'Cs = Cg^ = BT"^t". Schliesslich 
ist ÄAi=A'D'-\-D'A^. Es ist aber (32) A'B'= 2iZ'0'= 2Ü = 2;C = ^'■+r' 
und (28) B'A^=.r = t\ folglich ^'J^i =i'+ f + r'=(. 

Zweiter Beweis für ÄAt = t. In den ähnlichen z/^ ^'^^C und 
B"B.^ C verhält sich ^Ui : A^C = -^"^2 : B.ß oder ^'^^ : e - r = 6 - r : r, 
deshalb ^U, = ^ — c— 6 + r. Es ist aber c?. = 2^/lBC, folglich 
~- = a,-\-b-\rC und somit ^'^i = « + r:^;, weil im rechtwinklichen 
Dreiecke a-\-r gleich dem halben Umfange ist. 

Zusatz. Die Monde des Hippokrates haben die Eigenschaft, dass in 
jedem derselben die Gerade, welche die Mitte beider Bogen verbindet, gleich 

ist ?^±F-" = (■ = .■. 

Beweis. Nennt man %t, diese Gerade über h, t, näher an h, so ist 
U=\~tH" \mA £ü" = ^-^, folglich U = ''-^l^^- - Der Beweis 
für diese Gerade über c ist derselbe. 

Buchstabengebung. (AUg. Fig.) Die Durchschnittspuiiktc der über ihre 
Fusspunkte verlängerten Höhen des umschriebenen Dreiecks und des dieses 
Dreieck umschriebenen Kreises sind (t' bei ÄA, jt" bei -ß"ß und ft'" bei (J"'C. 

46. ÄM' = Ä^" = Ä^"\ B"M'^B"(i: = B"(i"' n-aA C'M'^C'fi 
^^ 0"'(i". 

Beweis. JK'iJ = B^" (41) und A'B^^'t^" (16). folglich JA'BM' 
BJA!Bti\ somit A'M'^Äy.". Ebenso ^ A'OM'B J A'C'ii" etc. 

47. zi ^^'^" oi ^ ABC und die Seiten von z/^VV" doppelt so 
gross wie die mit ihnen correspondirenden Seiten von ^ ABG. 

Beweis. Weil M'ß = i^" "id ^^'G = C-d'" , so verhült sieh 
M'B : M'(i" = BO:ti"it"'= 1:2. 

48. Beschreibt man mit dem Radius einer Höhe des um- 
schriebenen Dreiecks (etwa A'A) aus dem Mittelpunkt ihrer 
Spitze (Ä) einen Kreisbogen bis dieser die verlängerte Dreiecks- 
seite (BC) durchschneidet, durch welche diese Höhe (A'A) geht, 
so ist die durch diesen Kreisbogen abgeschnittene Verlängerung 
auf der einen, wie auf der anderen Seite (etwa Ca) gleich der 
Dreiecksseite (CA), welche die erste Seite (IW) von ihrer Ver- 
längerung (C«) abschneidet {Ctx = CA). 
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Beweis. {Allg. Fig.) Weil in den ^J Ä'CA und ÄCa ^Ä'CÄ 
^^ ■^A'Ca, Ä'Ä^Ä'a und A'C gemeinschaftlieli , so ist auch Oa^^CA. 
— Ebenso ist, schlägt man aus B" mit Radius B"S einen Kreisbogen bis 
die verlängerte ^0 in ^ getroffen wird, Cß = CB . 

Zusatz 1. J aßC^J ABG^dm beiden anderen Dreiecken, welche 
analog an A und B gebildet werden, wie JaßC an C. 

Zusatz 2. Zu diesen 3 Dreiecken ist ft', ft" oder jt"' der Mittelpunkt 
des inneren BerUhrungskreises. 

Beweis. (Allg. Fig.) Weil nach Beweis 46 J A'GM' "^J A'Csi", so 
ist auch ^CJ.'lf'=-^CJ.V" und weil nach Beweis 48 ^J.'C>i 2 z/ A'C«, 
so ist aucli ^ CA'A = -^ CA'k; folglich fällt fi" in A'a und ebenso in B"ß. 
Weil aber nach 48 Zusatz 1 <C Caß = A und ^A'aC= ^A'AC = ~^ so 
wird ^Caß durch /"k halbirt. ft"'C halbirt aber auch <CkC/3, folghch 
ist li" der Mittelpunkt des Innern BerUhrungskreises von J aßC. 

Zusatz 3. Zu JaßCsiaA die JJA'ßGxmA B"Ck aussen angeschriebene 
Dreiecke, AB" eine Seite, und A'a und B"ß zwei Höhen seines umschriebenen 
Dreiecks, dessen umschriebener Kreis durch A', B" und M! geht. Die 
Verlängerung von AA^ geht in den Punkt «, die Verlängerung von BB, 
in den Punkt ß, und «j^ und ß-^^ sind die Berührungspunkte zweier an ^«(30 



49. Von den beiden Perpendikeln aus J.', B" oder C" auf die 
Verlängerungen zweier Seiten von A ABC (allg. Fig.: Aa^^ und 
^'«,^ aus J.') ist die Strecke von ihren Fusspunkten bis an die 
Peripherie des Kreises 0', 0" oder 0"' («i^ff^j, und «.^.öj^ [sprich 
«it^i bei C und k,^*, bei B]) gleich r. 

Zweite Fassung. Bei den beiden symmetrisch an ^j, z/^ oder ^3 
liegenden Dreiecken liegt der Höhendurchschnittspunkt in der Peripherie des 
um -^/j, ^a oder z/g umschriebenen Kreises. 

Beweis. (Allg. Fig.) ^ 0^'Z»' = -^ C^'öjc = "J ' folglich Bogen 
CTj^= (7. Es ist aber auch -^ CBi'i ^-^-i deshalb muss die verlängerte 
BBi, nämlich Bß durch Punkt Sip gehen, d,^ iat demnach der Höhen- 
durchschnittspunkt von J AGß und somit d^,«,^ — r. Ebenso 8^-^a^^^r. 
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Vierter Abschnitt. 

Propoi-tioiieii uml Fläelieuinlialte. 

50. Die Radien je zweier angeschriebenen Kreise stellen im 
gleichen Verhältnisse zu ihren Tangenten, die einen Haupt- 
dreieckswinkel bilden, wie auch zu den angeschriebenen Seiten, 
welche von dem Scheitel desselben AVinkels ausgelien, also 
r':r" = t":t' =CA':CB", und r" : r" ^ t'" : i" ^ AB" : AG'" , und 
r"':r'=t':t"'^JiG":BÄ. 

Beweis. (Allg. Fig.) ^ A'A^G^^ B"B2C; ^ B"BiAm J CC^A; 
und J C'CsB m J A'A, B . 

51. Die Tangenten in einer Dreiocksseite stehen, betrachtet 
man sie als die Tangenten des angeschriebenen Kreises, über's 
Kreuz im gleichen Verhältnisse zu den beiden angeschriebenen 
Seiten, welche diejenige Seite des umschriebenen Dreiecks aus- 
machen, welche der Hauptdreieck ss ei te, in welcher sich die 
Tangenten l^efinden, gegenüberliegt. (Allg. Fig. Bei n also 
t":t"'^AC"':AB".) 

Beweis. In den ähnliehen J^A'B"C"' und A'BC mit den antipavallelen 
Seiten B"C"' und BC fusst in ihnen die Höhe aus A! in A und A^. Es 
verhält sich deshalb AG"':AB"=Ai(J:AiB = t":f". 

52. In einem dem J ABC ähnlichen J ußy von der Grösse, 
dass ßy = r" -\-r"' ist, in welchem deshalb (nennt man seine 
Tangenten t', t" und %'") r"=r"' und x"'~r" ist, ist t'^—V-- 

Beweis. Nennt man die Radien der an J aßy angeschriebenen Kreise 
p', p" und p'", so verhält sich q: p"= t": t'= /": t'. Es verhält sich aber 
auch p': p"= /:/', folglich r':/'= r'": r' und somit ist t'^= — — - ■ 

Dieser Satz gibt das Mittel, durch die Radien der angeschriebenen 
Kreise und durch Vermittlung des ^ aßy das J ABO zu constniiren oder 
dessen Seiten zu berechnen, denn da ßy^r"-\-r"', so ist k/3 = /'-|---^— 
und cy = r"'-\- — y- — • 

53. (Fig. 8.) Jede Seite eines der beiden congruenten J^ABC 
und B'jy'I)'" wird durch zwei Seiten des anderen Dreiecks in drei 
Theile zerlegt, die sieh zu einander verhalten, wie a-.hic und 
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zwar der mittlere Thcil zu der Seite, in welcher er liegt, wie die 
auf beiden Seiten liegenden Theile zu den sie abschneidenden 
Seiten, also Jy : j-k': a'C = ß : 6 : c; Cß' : ß'y: y'B = c : fl : 6 und 
Ba : aß : ßA ^=h icia. 

Beweis. In den ähnlichen JJ ABC und Aßy verhält sich (nach 34) 
K:a = r:ßy, folglich ist ß'y = ^ und somit Ay^^\ und in den 
ähnliehen JJB"B"'D' und B"ya verhält sich h":b — r:ya, folglich ist 
ya=-^.-- Es verhält sich deshalb -ly :}'«'= -^-: -^ = ä": 7t', und weil 
die Höhen im nmgekehiten Verhältnisse zu ihren Grundlinien stehen, so 
verhält sich Ay:ya=^a:b. Ebenso wird bewiesen, dass yaiaÜ^hic, 
folglieh verhält sich Ay:ya':aC^a:'b:G . 

54. Die recipi'oken Werthe der Radien der vier Berührungs- 
kreise werden durch folgende Gleichung ausgedrückt; 

Beweis. (Allg. Fig.) "Weil die aussen angesehi'iebenen Dreiecke 
dem umschriebenen ähnlich sind, verhält sich A'A^: B'Ai^ A'A: M'A 

= JA'B"G"':^M'B"C'", folglich ist ^^ = ^5'>?'"'" ' ^'*"''' "^^^ ^^• 

1) ')"— jA'B "(r'" ^'^^"3** '""■'^ bewiesen, dass 
„-, T ^M'A'C" , 

3) —ffT = -^-Fw^- ' Addirt man diese drei Gleichungen , so ist 
~T + ~r-'' + 7^ ^ lÜ^WQ'" ^ ' ' folglich --■ = -,- + yT + -^ ■ 
Zusatz. Hiernach ist r = - 



55. Das Produkt aus dem Eadius des inneren und dem eines 
äusseren Berührungskreises ist gleich dem Produkte aus den 
beiden Tangenten derjenigen Dreieckseite, an welche der Kreis 
mit dem letzteren Radius angeschrieben ist. (Z. B. rr=^t"t"'.) 

1. Beweis. (Allg. Fig.) ^ ÄÄ^B (n J BT'3l\ folglieh r':t"'=t":r . 

2. Beweis. S^ach 43 ist / die Ergänzung zur Sehne von r im Kreise 0', 
folghch rr'=t"t"'. 

*) Diesen Satz beweist E.Adams in seiner Schrift: „Die harmoaisdien Verhältnisae" 
durch die Mittel der hdbeni Geometrie. Der zweite Tlieil seines Beweises, in welchem es 
sich nicht mehr um die harmonischen Punkte handelt, wurde hier entlehnt. 
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56. Das Produkt zweier Dreiecksseiten ist gleich dem Produkte 
derjenigen beiden aussen angeschriebenen Seiten, weJclie von dem 
Scheitel des Winkels ausgehen, den diese Dreiecksseiten bilden. 
(AB . AC = AC" . A B"\ SA.BC= BC" . BA'; und CB.CA= CA' . GB".) 

Beweis. J AB"G^ ^ ABC", folglich AC : AB" = AC" : AB , also 
AB.AC=AC"'.AB". 

Zusatz. al + U + ca^ A'C . GB" + B'A . A C"'+ C"'B . BA'. 

57. Das Produkt zweier Dreiecksseiten ist gleich dem Produkte 
aus derjenigen Höhe des umschriebenen Dreiecks, welche ihren 
Fusspunkt im Scheitel des "Winkels hat, welchen diese beiden 
Dreiecksseitea bilden und aus ihrem unteren Höhenabschnitte. 
(ÄUg. Fig. AB.AC=AiA,M'A etc.) 

Beweis. ^A'AB'y:^^CAM' (18. Zus. 1), folglieh A'A ; AB^AC:AM\ 
folglich AB.AC = AtA.M:A. 

68. Die Summe der Quadrate der beiden Geraden, welche, die 
Mittelpunkte der vier Berührungskreise in zwei beliebige Paare 
gebracht, die Punkte jedes Paares verbinden, ist gleich dem 
Quadrate des Durchmessers des Kreises M'". 

(Z. B. (B"C"y + (A'my ^ W B^ [40].) 
Beweis. (Allg. Fig.) ÄM'=A'ii"', welches eine Sehne im Kreise 
M'" ist. Da ii"C"' durch 0"' geht, so ist ^,i"'C"'^'== ■^^C'Ca =4 ' 
folglich ist der kleinere Bogen A'(t"= A. Sodann steht auf der Sehne B'C"' 
der Peripheriewinkel B"-i'G"'= —-^^ ) folglich ist Bogen B"fi'0"' — B-^C. 
Es ist demnach Bogen ^y"4- Bogen £"(t'C"' = ^+B4-C=180'', folglich 
ist, da A'fi" = A'M', das Quadrat des Durchmessers des Kreises JK'" gleich 
{B"G"y + (A'My = 16 K^ 

59. Das Quadrat einer Seite des umschriebenen Dreiecks ist 
gleich der Summe der beiden Produkte aus je einer der beiden 
anderen Seiten und der in ihr liegenden angeschriebenen Seite, 
welche an die erste stösst. 

(Z. B. al]g. Fig. (A'B'y = A'C" . AB -j- B"C'" . B"A.) 
Beweis. Weü J A'B"C"' 02 J A'BCx AB"C , so verhält sich 
AB ; ÄC = AB" : ÄC" , folglich 1) A'B . A'C" = ÄG . A'B" , und 
B"0:B"At=^B"C"':B"A', folglich 2) B"A.B"C" = B"C . B"A'. 
Die Summe der Gleichungen 1 und 2 ergeben 

AB . A'C" -H B"A . B"C"= A'C . A'B"^ B'C . B"A', 
oder A'B . ÄC'"-\- B"A . B"C"= ÄB"(A'C^B"C) . 

Weil aber A'0-\- B"C= A'B", so ist: 

(A'B"y = A'C" . A'B + B"C'" . B"A . 
Aus diesem Satze entwickelt sieh der allgemein formulirte: 
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60. Das Quadrat einer Dreieckaseite ist gleich der Summe des 
Produktes aus der Projeetion dieser Seite auf die zweite und der 
zweiten Seite und des Produktes aus der Projection der ersten 
Seite auf die dritte und der dritten Seite, wobei zu bemerken ist, 
dass wenn die Projection ganz ausserhalb des Dreiecks fällt, 
dieselbe negativ ist. 

Beweisß) für das spitzwinküche Dreieck. Da jedes spitzwinkliche 
Dreieck als ein umschriebenes Dreieck betrachtet werden kann, so liegt der 
Beweis im Beweise 59. 

Beweis b) für das rechtwinkliche Dreieck. Da die Projection der 
Hypotenuse auf eine Katbete die Kathete selbst ist, so ist auch nach diesem 
Lehrsatze das Quadiat der Hypotenuse gleich der Summe der Quadrate der 
Katheten. Und da die Projection einer Kathete auf die andere ist, so ist 
auch nach diesem Satze das Quadrat einer Kathete gleich dem Produkte aus 
ihrer Projection auf die Hypotenuse und der Hypotenuse. 

Beweis c) für das stumpfwinkliche em.m 

Dreieck. (Fig. 12.) Manhezeichne^li^" durch rf, ^ 

AF'" durch f, F'C durch g und F'B durch h. 
Erstens ist a^ =b^'['c'^-\-2bä und a^=h'^-^c'^-\-2cf. 
Addirt man diese Gleichungen und dividirt durch 
2, so ergibt sich a^^V^ + c'^ -\-hd-\- cf, woraus 
folgt: 

1) a' = hib + d)-{^c(c-\-n. 
Zweitens, weil /1 GBF" m J GAF', verhält sich 
a:h-^d='b:g, folglicli 1)^ -\-ld~ag oder 
h^— ag — hä. Aus den ähnlichen ^JABF" und AUF'" folgt aber, dass 
&^ = cf ^ folglich 

2) h^=^ag — cf . Und ebenso wird gezeigt, dass 

3) c^^z^ali — hd, wodurch für alle Seiten der Beweis hergestellt ist. 

61. Die Summe des Quadrats einer Dreieeksseite und des 
Produktes aus der Projection der zweiten auf die dritte und der 
dritten Seite ist gleich der Summe des Quadrats der zweiten 
Seite und des Produktes aus der Projection der ersten auf 
die dritte und der dritten Seite. (Bei ^ A'B"G"' also z. B. 
(ÄG"y + IT'C . B"Ä = {G"'B"f + ÄG . B"A'.) 

Beweis. Nach 59 ist {Ä' G"'f = ^ C . Ä B" -\- C"' A . G'" B" . Es ist 
aber auch B"C.B"Ä'=B"A. B'C'". Addirt man diese Gleichungen, so 
ist {AG'"y + B"C . B"A' = A'C . AB" + G"'A . C"'B" + B"A . B"C"' 
= ÄG . A'B" + G"'B" (C"'A + B"A) , folglich 

(A'G'")^ + B"C . B"Ä' = {C"'B"f -f AG. B"Ä. 
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Zusatz. Die Summe der Quadrate zweier Dreieeksseitcn ist gleich der 
Summe des Quadrates der dritten Seite und der beiden Produkte, einmal 
aus der Projeetion der ersten auf die zweite und der zweiten Seite, und das 
andere Mal aus der Projeetion der zweiten auf die erste Seite und der 
ei-sißiiSeite,z.B.(ÄB'y-\-{B"C"y = (Ä'C"y-{-R'Ä.B"C"'+B"C.B"Ä). 

Beweis. (A'B-y = A'B . A'C" + B"A . B"C"' und 

{B"C"y=C"'B.ÄC"'-{-B"O.B"A'. Beides addirt, giebt 
(ÄB'y + (7/ Cy = (A'Cy + B"A . B"C"' + B'-G . B"A'. 

62. Das Quadrat einer Seite des J ÄB"G"' ist gleich der 
Summe der beiden Produkte aus je einer der beiden von den 
Endpunkten dieser Seite ausgehenden Höhe und dem dieser Höhe 
angehörenden oberen Höhenabschnitte. 

(Z. B. (A'C"y = A-A.A'M'-\--C"'O.C"'M'.) 

Beweis. Denkt man sich den um z/j umschriebenen Kreis 0", so sind 
für denselben C"'B" und C"C Secanten, deshalb ist: 
C"'A. C"B"=C"M'. C"C. 
Für denselben Kreis sind aber auch A'B" und ÄA Secanten, folglieh 

A'C.ÄB"=:^ÄM'.ÄA. 
Nach 59 ist aber {ÄCy = ÄC .A'B" + C'"A. C'"B', folglich 
{ÄCy^A'A.A'M'-\-C"'C. G'"M'. 

Zusatz für 59 und 62. Die Summe der Quadrate der beiden Tangenten 
von den Mittelpunkten zweier äusseren Beriihmngskreise (z. B. von -.1' und B") 
an den Kreis 0, in dessen Peripherie der Mittelpunkt des dritten äusseren 
Berührungskreises liegt (Kreis 0'"), ist gleich dem Quadrate der Geraden, 
welche die beiden Mittelpunkte verbindet, von welchen die Tangenten ausgehen. 

Beweis wird hergestellt durch den Satz, dass das Quadrat der Tangente 
gleich ist dem Produkte aus der Secante und ihres ausserhalb des Kreises 
liegenden Theiles in Verbindung mit 59 oder Q2. 

Lehrsatz 62 wird verallgemeinert durch 

63. Das Quadrat einer Dreiecksseite ist gleich der Summe der 
beiden Produkte aus je einer der beiden von den Endpunkten 
dieser Seite ausgehenden Höhe und ihrem oberen Höhenabschnitte, 
wobei zu bemerken ist, dass, wenn der obere Höhenabschnitt 
ganz ausserhalb seiner Höhe liegt, derselbe negativ ist. 

Beweis. Für das spitzwinkliche Dreieck gilt der Beweis 62. Beim 
rechtwinkiichen Dreieck mit der Hypotenuse a ist nach diesem Satze 
ft3 = j2 _j_ J.2 aH^ ^eii ijßi (imi Katheten ein Produkt o wird h^ ^ h^ und 

Für das stiimpfwinkliche Dreieck verlängere man in Fig. 12 BF" über 
F", CF"' über F'" und AF' über A bis diese Verlängerungen sich in -D 
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Es ist aber ak = BF". BD 
BB — AF'.ÄJ), wodurch 
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schneiden. Dann ist im spitzwinliliclien z/D-ßC nach Lehrsatz 60, was unser 
Lelirsatz ausspricht 1) a^ = BF" . BD + CF'" .CD . 

Ferner ist nach Lehrsatz 60 h^~aff — cf. Es ist aber ag = CF'". OB 
{JCBF"'m JCF'B), und cf=ÄF'.AD {JABF'vn JÄ'DF'"), folglich 
2) h^=CF"'.CD'~AF'.AD. 

Schliesslich ist nach Lehrsatz 60 c^^ah—hd. 
und hd = cf=AF'.ÄD, folglich 3) e^^BF" 
alles bewiesen ist. 

64. (Fig. 13 und 14.) 
Das Quadrat einer Drei- 
ecksseite («) ist gleich 
dem Produkte aus einer 
zweiten Seite (i), und 
der Sehne, welche, wenn 
sie nicht gleich 6, ein 
Theil von h oder h ein 
Theil dieser Sehne in 
dem Kreise ist, dessen 

Mittelpunkt in A'" oder deren Verlängerung liegt und in welchem 
a eine Sehne ist {a^^h . C%) . 

Beweis. Weil Cy ein Durchmesser dieses Kreises ist, so ist a^= CF'". Cy. 
Es ist aber in beiden Figuren ä Cy% tn J A CF"\ folglich h : CF"'= Cy : C%, 
also auch h . C%=^ CF"' . Cy , und somit «^ = 6,0«. 

Fällt A und n zusammen, so ist ^ABC gleichsclienklich , folglich 
auch a'^=-b'^ . 

66. Zwei gleichschenkliche Dreiecke mit gleichen Schenkeln, 
in welchen die Winkel an ihren Spitzen sich supplementiren, 
oder, was das Gleiche ist, die Winkel an ihren Grundlinien sich 
complementiren, haben gleichen Flächeninhalt. 

Beweis. Durch Aneinanderlegen solcher Dreiecke lasst sich ein recht- 
winkliches Dreieck bilden, in welchem aus dem Scheitel des rechten Winkels 
nach der Mitte der Hypotenuse eine Gerade gezogen ist, welche das recht- 
winkliche Dreieck halbirt und dessen Hälften jene Dreiecke sind. 
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Schlttssbemerkung. 



Es befindet sich unter den genannten Nebenilreieeken nur ein inneres 
Berührungsdreieck, oämlich das des inneren Berührungslireises, JT'T"T"'\ 
es gibt aber noch ein zweites inneres Beruhiungsdieieck, nämlich das der 
äusseren Beriihrungskreise , ^A^^B^d- Die Gesetze dieses Dreiecks aber, 
z. B. die Bestimmung seiner Winkel, welche öich duich a, h, c und A, B, 
ti'igonometrisch bringen lässt, blieben dem Veifassei durch rein geometiische 
Mittel Probleme, weshalb auch dieses Dieietk untei den Nebendieiecken 
nicht angeführt wurde, und es geschieht hiei desselben nui Eiwahnung, weil 
vielleicht Ändere , darauf aufmerksam gemacht , so pludilich sind diese 
Probleme zu lösen. 
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Aufgaben. 



a) Zwr Construction des Hauptdreiecks ist oder siod gegeben für Aufgabe 

I. JT'.r'T"; 2. JBCÄ; 3. ziBCB'; 4. ^JBM'D'; 5. ^A'B"C"'; 
6. ^A^B'C; 7. zJAB^Cü 8. ^ A^a^^a^^; 9. ^^i5,(7,; 10. JM'ÄC"; 

II. a, /*' und h-\-c{ali ■■={a-\-l-\-c)'r)\ 12. *-, /und 6 — e (also i>c); 
13. /, i' und T; 14. ^,B', ^C und r; 15. T, T' und M'T^ ; 16. 6 — c, 
ß und -^J-; n. -^S, *- und r'T" (weshalb dai'f statt T'T" nicht 2"2"" 
gegeben werden?); 18. »■, -^ J. und der Winkel, gebildet durch M'T" und 
das Perpendikel von T" auf T'T"; 19. /, in demselben Punkt D' und ('"; 
20. n, 6 + c und T; 21. r, E und Radius 0'; 22. B — C, r und ^'^; 
23. ^AÄB, r und ^'^; 24, /, ÄA und ^J.3 (durch Betrachtung des 
symmetrischen Dreiecks von ^3 an BG"')\ 25. & ^ c, ^ — C und T'Z'; 
26. r, 3"Z' und -^B (5 der grössere Winkel an a); 27. dieselben Gaben 
(B der kleinere Winkel an o) ; 28. h — c, B — C und MA ; 29. /, /' und c ; 
30. ft~c, JTB und Radius 0'; 31. E, Ari und ^iTU^a; 32. K, die 
kleinste Dreieckscite (die also kleiner sein muss, als die Seite eines in den 
Kreis R eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks) und in ihr der Punkt, 
durch welchen die verlängerte Centrale M'31" geht; 33. h — c, /■ und H'0'\ 
34. B"C"', in ihr der Punkt J. und vj'M"'; 35. /, /' und /"; 36. das durch 
die Gerade B"D"' vom J ABC abgeschnittene Dreieck; 37. AC und die 
Lage der Punkte ä' und ö"' (welche Bedingungen sind bei dieser Aufgabe 
für die Lage von 6" und d'"?); 38. B"0"\ Ärj' und AM'; 39. ^C (der 
kleinste Dreieckswinkel), A-r/' (oder Brf' — warum nicht Gi]""i) und 11; 
40. An, AM' und B\ 41. An-, M'M" und Jf (bei dieser Aufgabe muss 
es ausgesprochen werden, dass ^ -1 dei gio^'ste mittleic oder kleinste Winkel 
ist; 42. a, E und MA (Es must> gesigt weiden auf welcher Seite von BC 
der Punkt A liegt. Wie giosa ist das Alaximum ■\on M'A'l); 43. Weshalb 
sind die Gaben a -j- 5 , r und ) nicht bestmimend und wie viele nicht 
congruente Dreiecke lassen sich duich diese Gaben conbtruiren? 
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_34_ 

b) Die Beweise folgender Behauptungen als Aufgaben. 

44. So wie ÄC durch S'S'" in seine Tangenten zerlegt wird, wird S'd'" 
durch J.C in dem Verhältnisse dieser Tangenten geschnitten. Dasselbe gilt 
bei den sieh schneidenden ÄS und ä'ö", wie auch bei HC und S"d"'. 

45. T'd'". T"d'. r"8"= d"T'.S"'T". d'T'". 

46. Macht man in B"C"' die Strecke B"|'= C"'J., in A'C" die Strecke 
AT= 0"'B und in AB" die Strecke Ä%"'==B"C, so ist ^l'i"l""B JS'6"Ö"'. 

47. ^M'AM"='^T'M'Z'; ^M'BM"= ^T"M'Z"; ^M'CM" 
= -^ r"M'Z"'. 

48. Eine beliebige Seite des Höhendreiecks eines aussen angeschriebenen 
Dreieckes (z. B. ^j (7j in .^,) ist gleich dem Produkte aus der correspondirenden 
Seite des mit diesem Höhendveieeke ähnliehen Hauptdreieckes und r, dividirt 
durch die Strecke von M' bis in den Scheitel desjenigen Hauptdreiecks- 
winkels, welcher der Seite gegenüberliegt, an welche das Dreieck, in welchem 

Höhendreieck befindet, angeschrieben ist (z. B. Bi C^ = j^,, ; 
jl^etc.)- 

(wie wird dies durch einen Satz allgemein ausgedrückt?). 
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AHjeraeJue Figur. 
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